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Critère de nilpotence de Cartan

Lemme � Soit M ∈ Mn(K) avec K un corps de caractéristique nulle. Soit M = D + N sa
décomposition de Dunford. Alors il existe P ∈ K[X] tel que D = P (M) et P (0) = 0.

Preuve :
Soient λ1, . . . ,λr les r valeurs propres distinctes de M , de multiplicité respective α1, . . . ,αr.

Alors χM =
r�

i=1
(X −λi)αi . Comme tous les λi sont distincts, le lemme des restes chinois assure

l’existence de P ∈ K[X] tel que

∀i ∈ �1, r�, P ≡ λi

�
(X −λi)αi

�
.

D’après le lemme des noyaux, on a la décomposition Kn =
r�

i=1
Ker(X − λi)αi(M). Soit

X = X1 + . . . +Xr ∈ Kn, avec Xi ∈ Ker(X −λi)αi(M). Par construction, il existe Ri ∈ K[X]
tel que

P (M) = λiIn +Ri(M)(M −λiIn)αi ,

donc P (M)Xi = λiXi = DXi. Donc P (M)X = DX.
Si χM (0) = 0, le lemme est prouvé. Sinon, il suffit de rajouter le polynôme X lors de l’utilisation
du lemme des restes chinois, qui est dans ce cas premier avec χM .

�

Théorème � Soit K un corps de caractéristique nulle et algébriquement clos. Soient
B ⊂ A ⊂ Mn(K) deux sous-espaces vectoriels. Pour M,N ∈ Mn(K), on pose [M,N ] :=
MN −NM et

L := {M ∈ Mn(K) ; ∀A ∈ A , [M,A] ∈ B}.

Soit M ∈ L tel que ∀N ∈ L ,Tr(MN) = 0. Alors M est nilpotente.

Preuve :
Quitte à travailler avec PMP −1 pour P bien choisie, on peut supposer M sous sa forme de
Jordan. On note λ1, . . . ,λn ses valeurs propres comptées avec leur multiplicité.
Soit ϕ une forme Q-linéaire sur F := VectQ(λ1, . . . ,λn) ⊂K. On pose alors L = diag(ϕ(λ1), . . . ,ϕ(λn))
Si L ∈ L , on a

Tr(ML) =
n�

i=1
λiϕ(λi) = 0,

les matrices étant triangulaires supérieures. En composant par ϕ, on a
n�

i=1
ϕ(λi)2 = 0, ce qui

donne F ∗ = {0} car ϕ(λi) ∈ Q. On en déduit que λ1 = · · · = λn = 0 et M nilpotente.

Il suffit alors de montrer que L ∈ L . On considère la forme de Dunford M = D +N , K étant
algébriquement clos.
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Pour X ∈ Mn(K), on pose DX(M) = MX. Pour tout i ∈ N, Di
X(M) = MX i donc pour tout

polynôme P ∈ K[X], on a
P (DX) = DP (X).

Une matrice étant diagonalisable si et seulement si elle est annulée par un polynôme scindé à
racines simples, on a

�����
X diagonalisable =⇒ DX diagonalisable,

X nilpotente =⇒ DX nilpotente.

On pose GX(M) := XM qui possède les mêmes propriétés et on a
�
DX ◦GX

�
(M) = XMX =

�
GX ◦DX

�
,

donc DX et GX commutent. Donc
�����

DD et GD sont codiagonalisables,
GN −DN est nilpotente.

Donc
[M, · ] = [D, · ]+ [N, · ]

est la décomposition de Dunford de [M, · ], car comme D et N commutent, [D, · ] et [N, · ]
commutent aussi. En particulier, il existe P ∈ K[X] tel que [D, · ] = P ([M, · ]) et P (0) = 0. Or

[D,Eij ] = DEij −EijD = (λi −λj)Eij et [L,Eij ] =
�
ϕ(λi)−ϕ(λj)

�
Eij .

On peut alors trouver un polynôme Q tel que

∀i, j ∈ �1,n�, Q(λi −λj) = ϕ(λi)−ϕ(λj),

par exemple grâce aux polynômes d’interpolation de Lagrange. Q vérifie donc la relation
Q([D, · ]) = [L, · ], car il la vérifie sur la base canonique de Mn(K). En effet, [D, · ]k(Eij) =
(λi −λj)kEij . Donc

[L, · ] = (Q◦P )([M, · ]).

Soit A ∈ A . Alors par hypothèse [M,A] ∈ B ⊂ A . Par récurrence, on en déduit que pour tout
i ∈ N∗, [M, · ]i(A) ∈ B. Or (Q◦ P )(0) = 0 donc (Q◦ P )([M, · ])(A) ∈ B, ce qui permet de
conclure.

�
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