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Lemme de Morse

Lemme . Soit Ag € GL,(R)N.7,(R). Alors il existe un voisinage U de Ap dans .7, (R)
et une application ¢ : U — GL,(R) de classe C! tels que VA € U, A = “)(A)Agy(A).
Autrement dit, le changement de base des formes quadratiques dépend localement de
maniére C! de la forme quadratique.

Preuve :
On considére

M (R) — S (R)
PP tPAP
¢ est de classe C'! car polynomiale et

o(In+H)=Ag+AgH +'HAg+'HAH

Donc dprH = AgH +'HAp. On va maitenant chercher 3 appliquer le théoréme d'inversion
locale, cependant dpy n'est pas inversible :

dotH=0 <= AyH=-'HA,
— ApH e &,

On va utiliser la décomposition suivante
My (R) = 7, (R) D (R) = Ay .7 (R) © Ayt o, (R)

car A est inversible. On pose ® = | ,-1, (R)" Alors dj, ® est injective donc inversible car
0 In

dim(AO_IYn(R)) = dim(Yn(R)). D'apres le théoréme d'inversion locale, il existe un voisinage

U de ®(1,,) = Ag dans .7,(R) et ¢: U — A% (R) C 4, (R) de classe C! tels que

VAeU, (Poy)(A)=A.
De plus, GL,(R) étant ouvert, on peut supposer ¢(U) C GL,(R) quitte a réduire U.

0

Théoreme . Soient ) C R™ un ouvert contenant 0 et f : € — R une fonction de classe C3
telle que £(0) =0. On suppose que Dof =0 et que DZf est de signature (p,n —p). Alors
il existe des voisinages U et V de 0 € R" et ¢ : U — V un C'-difféomorphisme tels que

f(gofl(u)) :u%—l—...—i—ui—ugﬂ—...—ui

ou u= (uy,...,un) = p(z).
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Preuve :
Par la formule de Taylor avec reste intégral, on a

f@)= [ 0w (Dhf) edu="2Q)e

avec Q(z) = /01(1 —W)D2, fdu € F(R).

Par le lemme, il existe un voisinage W de Q(0) dans .#,,(R) et ¢»: W — G L, (R) de classe C*
tels que

VAeW, A=%(A)Q0)y(A).

Par continuité de @, il existe un voisinage U de 0 € R" tel que
veel, Q) ="(Q@)QOY(Qw)).

D'apres le théoréme de Sylvester, il existe P € GL,(R) telle que

Vo el Q<w>=tw(Q(x))tP<Ig ’ )Pw(Q(Jr))-

Iy
On considére alors
U — R"™

il e Pz/)(Q(x)):B’

qui est de classe C'! et dyp(h) = P (Q(O)) h donc dyp est inversible. Par le théoréme d'inversion

locale, ¢ est un C'-difféomorphisme local et si u = ¢(z), alors

eyl f P e
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