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Théoreme de Kronecker

Théoréme . Soit P € Z[X] unitaire avec P(0) # 0. Si les racines de P sont dans D(0,1),
alors ce sont des racines de 'unité.

Preuve :
Soient z1,...,z, € C les racines de P comptées avec multiplicité. En notant oy,...,0, les
fonctions élémentaires symétriques évaluées en z1,...,2,, on a

PX)=[[(X-2z)=X"+> (-1)'o; X"".
i=1 =1

Comme P € Z[X], on a 01,...,0, € Z. Pour i € [1,n], on a

‘Ji’: Z 2 e 24, S Z 1:(7>

1<j1<..<jisn 1<1<.<ji<n

Donc Q,, := { P € Z[X] ; deg(P) =n, P unitaire, Rac(P) C D(0,1) } est fini.

n

Pour k € N, on pose P(X) = H(X —2F) € C[X]. Soient ¥y,..., %, les fonctions élémentaires
i=1

symétriques en z¥. ... 2% On a

(—1)i§]i € Zeym|21;---12n) = Zlo1,...,00],

donc X; € Z pour tout 7 et ainsi P, € Q,. Or E,, := {z €eC; IPeQ,,Pz)= O} est fini, car
Q, est fini et P € Q,, a au plus n racines distinctes. Donc |'application

N — E,

ko 2P
n'est pas injective. En particulier, il existe k,k € N différents tels que 2F = 2F Comme z; #0,
on a zyﬂ*kl =1 d'ou le résultat.

0

Corollaire . Soit P € Z[X| unitaire tels que ses racines soient dans D(0,1). Alors P est
produit de X et de polyndémes cyclotomiques.

Preuve :

Soit ¢ € Z[X] un facteur irréductible unitaire de P et supposons ¢ # X.

© étant irréductible, on a ¢(0) # 0. Par le théoréme de Kronecker, ses racines sont des racines

de I'unité : il existe n € N tel que Rac(y) C U,.

 étant irréductible sur Z, il est scindé a racines simples sur C. Donc ¢ divise X" —1 = Hgbd,
d|n

avec ¢q les polyndmes cyclotomiques. Or ces derniers sont irréductibles, donc ¢ = ¢4 pourld un

diviseur de n.
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