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Théoreme de Fejér

Théoréeme . Soit f: R — C continue et 27-périodique. On considere la somme partielle
n

d’indice n de sa série de Fourier S, (f) := Z (f,ex)er, ot pour tout k € N, eg(t) = ekt
k=—n
sont les fonctions trigonométriques. Alors la suite (S, (f)), converge au sens de Césaro

en norme infini vers f, c’est-a-dire si o, (f) := — Z Sk, alors

lou(F) = fllse =3 0.

' P _
Si f € LP, alors ||on(f) — flIp =20

Preuve :

On a
(f,en)en(a < / fF(b)e “%u) % /j; FOEFTDAE = (F xep) ().

Donc
n

Su(f) =Y (frer)er= > frex=1Ff* Y ex=[f*Dy,

1 s
avec D,, le noyau de Dirichlet. On a alors 2—/ D, (t)dt =1 et pour x € R\ 27Z
T J—m

i et —inT Z ezkm — —ma: 1 _161(27211)‘% — e—imc ez(n"';)i?@ Sln((n + %)LU) 7
he—n —e e "2.2isin(3)
donc ' .
Dy () = sm(Fn—&— 5)T
sm(g)
_ Do+..4Dn

Pour étudier o,,(f), on introduit le noyau de Fejér K,

1 ™
— [ K,(t)dt=1.
° 27T/—7r (
e 0,(f)=f=*K, pour n>1.

- . On a alors

a2
o VzeR\2rZ, Kn(t):i<8;?n(?x2))) > 0.
2

Les deux premiers points sont évidents, et le dernier s'obtient par un calcul similaire 3 D,,. Pour
z € R\ 27Z

nKn(gj) _ Z Sln<(k3+ ) ) _ Sm(g)Im (Zez(k-i- ):c)

im  sin(g) k=0

_ sin(n3) (M5 — sin(n3) ’
- sin(g)2l (e™2) = ( sin(§)> '
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On va maintenant prouver la convergence. On introduit w(n) = sup |f(u)— f(v)| pour n > 0.
lu—v|<n
Comme f est continue sur le compact [0, 27] et 27-périodique, elle est est uniformément continue

w(n) mO.
Pour x € R, on a

f@-ou(N@)=| (5 [ Kultt) 1)~ 5 [ fla- oK 0

<o / (0| ()~ fla—)at

1 1
<o [ KOl @) - fla- it o [ K@)~ fa-pde
2 Jit|<n 27 Jn<jt<n
o(m ) 2
<w(n)+ 17l blfl(nf) dt
nm o Jn<ii<n \ sin(3)
2[| flloo
< LA L R
s wl nsin(2)2
On a une majoration qui ne dépend pas de x, ce qui nous permet de passer en norme infinie
2[|fllos

1f =on(fllco Swn)+ ——755-
nsin(3)

Donc limsup || f — on(f)|loc <w(n). En faisant tendre 7 vers 0, on a
n—oo

i || f = 0u(f)l|oo = 0.

On cherche maintenant a établir le résultat pour f € LP. Tout d'abord, en considérant la mesure
de probabilité de densité K, (t)5L, on peut utiliser I'inégalité de Holder

onlt. o) =|on [ a-tKa0a] <o [ 1#@-oP Ko

On intégre ensuite sur [—m, 7| et on applique le théoréme de Fubini-Tonelli

lon(DIE < 1y /_ Kou(t) (/“ 1% —t)|pdx) dt

1 -
< [ K0 ([ 1f@Pas ) at =K 71 = 113

On a ainsi montré que o, (f) € L? et |[on(f)|lp < || fllp- Un calcul similaire donne

I =n(hl < 4i | K ( [ @) - fta—oppar)

<5 [ Kalg(-1dt = 0u(5.0),
27r

avec g(t) = ||f —7¢f||}. Or on peut montrer en raisonnant par densité que g est continue, donc
on(g,0) e 9(0) =0 ce qui permet de conclure.
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