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Théorème de Fejér

Théorème � Soit f : R → C continue et 2π-périodique. On considère la somme partielle

d’indice n de sa série de Fourier Sn(f) :=
n�

k=−n

�f,ek�ek, où pour tout k ∈ N, ek(t) = eikt

sont les fonctions trigonométriques. Alors la suite (Sn(f))n converge au sens de Césaro

en norme infini vers f , c’est-à-dire si σn(f) := 1
n

n−1�

k=0
Sk, alors

�σn(f)−f�∞ −→
n→∞ 0.

Si f ∈ Lp, alors �σn(f)−f�p −→
n→∞ 0.

Preuve :
On a

�f,ek�ek(x) =
� 1

2π

� π

−π
f(t)e−iktdt

�
eikx = 1

2π

� π

−π
f(t)eik(x−t)dt = (f ∗ek)(x).

Donc
Sn(f) =

n�

k=−n

(f,ek)ek =
n�

k=−n

f ∗ek = f ∗
n�

k=−n

ek = f ∗Dn,

avec Dn le noyau de Dirichlet. On a alors 1
2π

� π

−π
Dn(t)dt = 1 et pour x ∈ R\2πZ

Dn(x) =
n�

k=−n

eikx = e−inx
2n�

k=0
eikx = e−inx 1−ei(2n+1)x

1−eix
= e−inx ei(n+ 1

2 )x.2isin((n+ 1
2)x)

e−i x
2 .2isin(x

2 )
,

donc
Dn(x) =

sin((n+ 1
2)x

sin(x
2 ) .

Pour étudier σn(f), on introduit le noyau de Fejér Kn = D0+...+Dn−1
n . On a alors

• 1
2π

� π

−π
Kn(t)dt = 1.

• σn(f) = f ∗Kn pour n ≥ 1.

• ∀x ∈ R\2πZ, Kn(t) = 1
n

�
sin(nx

2 )
sin(x

2 )

�2

≥ 0.

Les deux premiers points sont évidents, et le dernier s’obtient par un calcul similaire à Dn. Pour
x ∈ R\2πZ

nKn(x) =
n−1�

k=0

sin((k + 1
2)x)

sin(x
2 ) = 1

sin(x
2 )Im

�
n−1�

k=0
ei(k+ 1

2 )x
�

= . . .

=
sin(nx

2 )
sin(x

2 )2 Im(ein x
2 ) =

�
sin(nx

2 )
sin(x

2 )

�2

.
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On va maintenant prouver la convergence. On introduit ω(η) = sup
|u−v|≤η

|f(u)−f(v)| pour η > 0.

Comme f est continue sur le compact [0,2π] et 2π-périodique, elle est est uniformément continue
ω(η) −→

η→0
0.

Pour x ∈ R, on a

|f(x)−σn(f)(x)| =
����
� 1

2π

� π

−π
Kn(t)dt

�
f(x)− 1

2π

� π

−π
f(x− t)Kn(t)dt

����

≤ 1
2π

� π

−π
Kn(t)

���f(x)−f(x− t)
���dt

≤ 1
2π

�

|t|≤η
Kn(t)|f(x)−f(x− t)|dt+ 1

2π

�

η≤|t|≤π
Kn(t)|f(x)−f(x− t)|dt

≤ ω(η)+ �f�∞
nπ

�

η≤|t|≤π

�
sin(n t

2)
sin( t

2)

�2

dt

≤ ω(η)+ 2�f�∞
nsin(η

2 )2

On a une majoration qui ne dépend pas de x, ce qui nous permet de passer en norme infinie

�f −σn(f)�∞ ≤ ω(η)+ 2�f�∞
nsin(η

2 )2 .

Donc limsup
n→∞

�f −σn(f)�∞ ≤ ω(η). En faisant tendre η vers 0, on a

lim
n→∞�f −σn(f)�∞ = 0.

On cherche maintenant à établir le résultat pour f ∈ Lp. Tout d’abord, en considérant la mesure
de probabilité de densité Kn(t) dt

2π , on peut utiliser l’inégalité de Holder

|σn(f,x)|p =
����

1
2π

� π

−π
f(x− t)Kn(t)dt

����
p

≤ 1
2π

� π

−π
|f(x− t)|pKn(t)dt.

On intègre ensuite sur [−π,π] et on applique le théorème de Fubini-Tonelli

�σn(f)�p
p ≤ 1

4π2

� π

−π
Kn(t)

�� π

−π
|f(x− t)|pdx

�
dt

≤ 1
4π2

� π

−π
Kn(t)

�� π

−π
|f(x)|pdx

�
dt = �Kn�1�f�p

p = �f�p
p.

On a ainsi montré que σn(f) ∈ Lp et �σn(f)�p ≤ �f�p. Un calcul similaire donne

�f −σn(f)�p
p ≤ 1

4π2

� π

−π
Kn(t)

�� π

−π
|f(x)−f(x− t)|pdx

�
dt

≤ 1
2π

� π

−π
Kn(t)g(−t)dt = σn(g,0),

avec g(t) = �f − τtf�p
p. Or on peut montrer en raisonnant par densité que g est continue, donc

σn(g,0) →
n→∞ g(0) = 0 ce qui permet de conclure.
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