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Estimateur du maximum de vraisemblance d’'une loi
uniforme

Théoreme . On considére X7, ..., X, des variables aléatoires indépendantes indentique-
ment distribués de loi % () avec 6 > 0. Alors le maximum de vraisemblance 6,, existe et
vaut 0, = max{X;}.
1
—~ n
(i) On a Eg[0,] = ?0. L’estimateur est donc biaisé, mais asymptotiquement sans
n
biais.
(ii) L’estimateur est fortement consistant.

n—oo

—~ 1 1
(iii) On a n(f, —0) — & (9)’ la vitesse de convergence est —.
n

~ 26>

iv) Le ri drati t Eg|(0p—0)?]| = ————.

(iv) Le risque quadratique es 9{( h—0) } CEENCE)
Preuve :
Le modéle statistique est (R™, % (6)®"). Il est dominée par la mesure de Lebesgue. La
vraisemblance est

noq .
L(9;$1,... Ha = max{Xi}SQG

Comme la fonction 6 — 07" est décroissante, on a existence du maximum de vraisemblance, et
il vaut 6,, = max{X;}. On va alors trouver sa loi. Soit t € R*. On a
K3

Py (0n <t) =Py (Vi€ [1,n], X; <t) =Py(X; < t)" _ <2>n1t<9+11t59.

Comme cette fonction de t est dérivable, on en déduit que 5; est a densité, de densité

=10 1000,

On peut alors calculer le biais.
—~ n [? n
Eg[0,] = | tfn(t)dt=— [ t"dt=——0.
ot = [ thatyae = [ -

Montrons alors la forte consistance de |'estimateur, via le lemme de Borel-Cantelli. Soit € > 0.
On a

Pe(@—GI 25) ZPG(QSH—e ou 5;29+5) :Pe(éggg_g) — <955>n’

car 0, est a valeur dans [0,6]. Ainsi, pour ¢ suffisamment petit, la série E(P9(|@—0| > 5)) est
n

convergente. Ainsi, le lemme de Borel-Cantelli permet de conclure que 6,, converge Py-presque
slirement vers 6.
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Etudions maintenant la vitesse de cette convergence. On fixe t € R et soit n > %. On a

- . ¢ o—L\" t\" e
]P’g(n(H—Gn)Zt):IF’Q(HnSG—n):( 0n> :(1_719) — e,

_ 1 _
Donc Py (n|9—9n|) =2 1- e~3. On a bien une vitesse de convergence en L car n(6, —0)

1
convergence en loi pour Py vers & <9>

Pour finir, on calcule le risque quadratique.

o[- 07] =Ra[a] [ vt = [N e

n 2n 9 20?2
=(——+1) =
n+2 n+l (n+1)(n+2)
U

Application . On peut utiliser la vitesse de convergence pour trouver un intervalle de

confiance asymptotique. On sait que n(é\n —0) _>£> & (%), donc pour «a €]0,1]
Py (nlf—0] > ) — Po(X > ),

1
ou X~& (%) On en déduit que pour t1_, () le quantile d’ordre 1 —a on a pour n grand

0
Py (96

Le probleme est que pour trouver t1_,

n n

g, — t1-a (%) 0, + t1-a (%) } ) —P, (n|§n —0| >t o (é) ) ~1—a.

1\ . . .
5) il faut connaitre la valeur que le veut estimer
6. On peut cependant montrer que A& (\) ~ &(1). Le lemme de Slutsky permet alors de
dire que R
0,—0
0

On peut alors considerer le quantile ¢;_, associé a une loi &(1) et donc
b o0, & tab,
Py (96 {Hn 1o n,9n+1an]> ~1—aq.
n n

Comme 6, converge presque stirement vers 6, 'intervalle de confiance asymptotique trouvé
se réduit de plus en plus.

n
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o ¢,

Antoine Mouzard



