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Equation de la chaleur par les séries de Fourier

Théoreme . Soit ug : R — R une fonction continue, C'' par morceaux et 2m-périodique.
Alors le probléeme

du—92u=0 sur R} xR,

u(0,z) = ug(x) pour z € R.

admet une unique solution u continue sur RT x R, de classe C? sur RT* x R et 27-périodique
en .

Preuve :
Soit u une telle solution. Pour ¢ >0, u(t,-) est continue 27-périodique de classe C'! par morceaux
donc elle est somme de sa série de Fourier

Vt>0,Vx eR, wu(t,x)= Z cn(t)e™™,

nez
1 2w .
avec ¢, (t) := 2—/ u(t,r)e”"*dxr. De méme pour t >0, on a dyu(t,) € C°NC}L, donc
m™Jo
YVt >0,V eR, Owu(t,z)= Z En(t)e™®.
nez
~ L 1 2m —inx
avec é,(t) := o Opu(t,x)e""*dx. Or pour tout t € [to,t1], on a
™Jo

|3tu(t, x)e—inz| < H@tu(,x) ||oo,[to,t1]

avec 0 < tg < t1. Donc ¢, est dérivable sur Jtg,t1[ et ¢, (t) = é,(t). Pour t >0, u(t,-) est de
classe C donc on a

Vt>0,Yz R, 02u(t,x) = Z —nZc,(t)e™.
nez

On peut alors réécrire I'équation

Vit > 0,Vx € R, Z (c’n(t) +n20n(t))einx —0.
nez

Par unicité du développement en série de Fourier, on a
Vt>0,YneZ, d(t)+n’c,(t)=0.
2 27 .
donc ¢, (t) = ape ™™t avec oy, €R. Or ¢, (t) = / u(t,x)e”""*dx pour t >0 et
0
[u(t,2)e™™| < Jul-,2)| oo fo,1)-

Donc par le théoreme de continuité sous le signe intégral, ¢,, est continue en 0 € [0,1]. Donc

—n2t

cn(0) = %g%cn(t) = %gy%ane = ap.
t>0 t>0
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Donc 0,
Vit >0,VreR, wu(t,z)= Z cn(0)e M e,
neEZ

Réciproquement, u ainsi définie est une solution C* sur R* xR car pour a >0, on a

10207 (c (0)e 1™ | < ey (0)[n20 P € 11,
Elle est aussi continue sur R™ x R car
len(0)e™™ 16| < |, (0)] € 11
O

Remarque Dans I’énoncé du théoreme, on ne met que la classe C? de la solution cependant
la solution est de classe C°°. L’unicité est plus forte qu’avec la condition C'°°, car toutes
solutions dont on sait qu’elle est de classe C? est ainsi C.

Antoine Mouzard



